Analytische Geometrie 1

Mathematik 2MSB

Vektoren — Wiederholung 1M

Definitionen :

Ein Vektor ist ein mathematisches Objekt, das bestimmt ist durch Richrung (direction),
Orientierung (sens) und Ldnge (longueur), wobei die Linge eines Vektors als Betrag bezeichnet
wird. Vektoren werden durch Pfeile reprisentiert.

Zwei Vektoren sind genau dann gleich, wenn sie dieselbe Richtung, dieselbe Orientierung und
dieselbe Lénge besitzen.

Zwei Vektoren heissen kollinear, wenn sie dieselbe _

Richtung haben. 9,

Zeichne in die Figur rechts die Vektoren AB und CB ein.
Zeichne ausserdem zwei Vektoren u und v, so dass gilt:
U=AB und ¥ = CB. .

Rechenonerationen mit Vektoren :

Konstruiere in der Figur rechts I
die folgenden Vektoren: u+v, - .
3v, —2u,u-v. »

Der Gegenvektor eines Vektors u= AB : Schreibweise ,— 1", wobei gilt — u= EZ, das heisst

—u besitzt dieselbe Richtung und dieselbe Linge wie i, ist aber entgegengesetzt orientiert.

Die Vektorsumme : Zwei Vektoren 1 und ¢ werden addiert (4 + ¥), indem man ihre Pfeile
(Reprisentanten der Vektoren) *aneinanderfligt’, d.h. der Anfangspunkt von ¥ wird an die Spitze
des Vektors U angelegt. Anschliessend wird der Anfangspunkt von % mit der Spitze von ¥
verbunden; dieser so entstandene Vektor entspricht der Summe % + 7. (Dreiecksregel)

Isti = (Z;) und ¥ = (Z;), dann gilt: (i + 7) = (”1+”1).

Uy +vs

Die Vektordifferenz : 1 —v =u+ (- ;) (Addition des Gegenvektors !). Haufig werden fiir die

Differenz zweier Vektoren die Anfangspunkte der Pfeile aneinandergelegt. Die Differenz U — ¥
entspricht dann dem Vektor, der von der Spitze von ¥ zur Spitze von U reicht.

i (57 e ) = Uy —Vq
Es gilt: (u — v) ( uz_vz).
Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl k : k4 ist ein Vektor, der die gleiche
Richtung hat wie . Fiir positive k hat k% auch dieselbe Orientierung wie i, fiir negative k hat er
die entgegengesetzte Orientierung, d.h. die Pfeilspitze zeigt in die andere Richtung als bei U.
Ausserdem besitzt der Vektor kil den |k|-fachen Betrag von .

"
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Komponenten eines Vektors (composantes vectorielles), Basis :

Man sagt, zwei Vektoren e? und 2; bilden eine Basis fiir die Vektoren in der Ebene, wenn sich jeder Vektor a
der Ebene als Linearkombination der Vektoren €, und €, darstellen lisst.

e

,\.

Ein Vektor @ heisst Linearkombination der Vektoren &; und é,, wenn es ' 5/ -
> ez
eindeutig bestimmte Zahlen a, und a, gibt, so dass d = a,e; + aye; gilt. e \
Die reellen Zahlen ay uEd a, werden als Komponenten von a a,%; /\ 0,8
beziiglich der Basis (e1 ;ez) bezeichnet. /
P = -
. a : -

Folgerung : Sind in der Ebene zwei Vektoren nicht kollinear, so bilden éie eine Basis.

Koordinatensystem (un repére) : Ein Koordinatensystem der Ebene besteht aus einem festen Punkt O,
dem Ursprung, und einer Basis (E; ;2;) Gilt fur die Basisvektoren &; und &,, dass sie orthogonal sind

(8, L &,) und dass es sogenannte Einheitsvektoren sind (d.h. |e;| = |e;| = 1, man sagt auch é; und &,
sind normiert), dann spricht man von einem kartesischen Koordinatensystem und (e1 ; ez> wird als

orthonormierte Basis bezeichnet.

Bemerkungen :
- Berechnung der Komponenten eines Vektors AB mit A(aq; a;) und B(bq; b): 4B = (lgl : Zl)
2~ 02

- Zwei Vektoren sind genau dann gleich, wenn sie in ihren Komponenten iibereinstimmen.

Bestimme in der Figur rechts die Komponenten der , -
folgenden Vektoren: . , , _ ,

Kﬁ[ ................ )z(] OA( ................ )Z(j nd g() . b .
................ sevesusassravens vase ) . s @

t
®
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Der Betrag eines Vektors (norme d’un vecteur) in einem kartesischen Koordinatensystem :

Der Betrag eines Vektors u wird geschrieben als “7;“ L Gilt ;/[AJ dann folgt A 75 MME
fiir den Betrag von # : HZ{“ =qx>+y % :
B s

1

. (1 -
Gegeben sind die Punkte A(3 ;- 2),B(l ] 3) und der Vektor u( 2) . Fiir den Betrag der Vektoren u

und AB gilt dann .

Koordinaten des Mittelpunkts einer Strecke :

» b b
Der Mittelpunkt M der Strecke AB besitzt die Koordinaten : M = (———alz L. ___azsz 2)

Beispiel :
Bestimme den Mittelpunkt M von AB mit A = (5; —4) und B = (9; 2).

=2

Kollineare Vektoren (vecteurs colinéaires) :

Seien % und ¥ zwei Vektoren ungleich Null.
- % und ¥ sind genau dann kollinear, wenn es eine reelle Zahl k gibt, so dass gilt: u=ky
- 7 und ¥ sind genau dann kollinear, wenn gilt : det (z: ; 17) =0

(d.h. die aus den Komponenten der Vektoren gebildete Determinante ist gleich Null)

u v
Beachte die folgenden gleichbedeutenden Darstellungen (mit U= (ui) und 7 = (v;))

- Uy "
det(i,?) =0 & |u2 v,| = 0 u v, —Uvy =0

(1 Y-{2)~(3
Priife nach, welche der folgenden Vektoren kollinear sind : u( 2],\’( 4}’”{ )»

................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................
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Vermischte Ubungen :
Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem

(O ‘e ; é;) Ausserdem sind gegeben die Punkte
A(l;—2) und B (vergleiche Figur rechis),

~(3) - -
sowie die Vektoren u( J, y=-2¢ —2e, und

w (vgl. Figur rechis)

oSJ?

1) Zeichne in die Figur rechts den Punkt A, sowie die

Vektoren # und v ein.

2) Bestimme die Koordinaten des Punktes B, sowie die
Komponenten des Vektors w.

3) Berechne die Lange der Strecke [AB].

4) Bestimme die Koordinaten des Mittelpunkts der
Strecke AB.

5) Berechne den Betrag der Vektoren u, —u et 3.

6) Zeichne in die Figur rechts die folgenden Vektoren

e

B

[ —

ein: u+v, u—v und ——2-v.
7) Zeichne in die Figur rechts den Vektor z—v+ w mit Punkt B als Anfangspunkt.

8) Bestimme die Komponenten det Vektoren AB, 3.AB, AB+OA, BA.

.9) Bestimme die Koordinaten des Punkts M, so dass gilt: M liegt der auf der Strecke AB und der Punkt B
ist dreimal soweit von A entfernt wie der Punkt M.
10) Bestimme die Koordinaten des Punkts C, so dass OABC ein Parallelogramm ist..

11) Sind die Vektoren w und AB kollinear ? Begriinde deine Antwort.
12) Sei D(x;1). Fiir welchen Wert von x liegen die Punkte A, B und D auf einer Geraden?

13) Bestimme die Komponenten eines Vektors, der orthogonal zu u ist.

Losungen :

ﬂ psegunz (e —=r @1 weu(p

| S
| _ | v 9 8~ 81~ 9-
(o-e=)o (01  (+—0)N (6 ,(Jyg (,Zv_jy_;@-rg_v (6__)@-5 (E_}g_v 8
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Das Skalarprodukt

Der Name Skalarprodult weist darauf hin, dass das so definierte Produlkt zweier Vektoren ein Skalar,

also eine reelle Zahl ist.

Definition :
Seien die Vektoren @ = (2) und b= (Z;) beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems gegeben.

Dann l4sst sich das Skalarprodukt aus den Komponenten dieser Vektoren wie folgt berechnen:

?61’@75 S @1b1 + azbz

Wichtig: Das Skalarprodukt zweier Vektoren, mit @ = 0 und b % 6, ist genau dann 0, wenn die beiden
Vektoren senkrecht aufeinander stehen:
@Tlbeo dsb=0

0 < Winkel zwischen d und b ist spitz (also 0° <y < 90°)

Ausserdem gilt : deb>
d e b <0< Winkel zwischen @ und b ist stumpf (also 90° < y < 180°)
e / l‘x ) T . y

b/ ' wobei bp die senlaechie

/ N - Projektion von b auf d

f;(\\/ﬁ‘” 2 darstellt |

L7 |

P .

Winkel zwischen zwei Vektoren :

al) und b = (bl) in der Ebene gilt :

Fiir den Winkel y zwischen zwei Vektoren d = ( iy by
sy a'z; J a1b1+azb2 _1( C—i'g
COSYy = = = = C0S§ — Sy
lal- bl Vaf+a3- b+ b7 - 1a1l/

Beispiel : Bestimme den Winkel zwischen den Vektoren a= (_43) und b = (;) .

Cosy = ”a”‘

= oSy =

also y =
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Aufgaben

14} Welches Vorzeichen hat das Skalarprodukt von d und b, wenn gilt:
1) d und b sind kollinear und gleichorientiert,

2) d und b sind kollinear und entgegengesetzt orientiert.

I/  Berechne jeweils das Skalarprodukt der Vektoren i und ¥ und gib an, ob die Vektoren
orthogonal sind beziehungsweise ob der eingeschlossene Winkel y spitz oder stumpf ist.

)= (3;~2),% = (4;6) 2) % = (—=2;-3),7 = (5;—6)

)i =(-21),%=(L-1) 47 = (=3;4),% = (9;—12)

III/  Fiir alle folgenden Aufgaben befindet malll sich in éinem kartesischen Koordinatensystem.
1) Gegeben sind die Punkte A(—4; —3), B(2; 0), C(0; 4). Sind die Vektoren AB, BC orthogonal?

2) Sind die Vektoren @i = () und # = (§) orthogonal?

3) Fiir welchen Wert von X ist der .Vektor b= (i) orthogonal zum Vektor d '= (__38)?

4) Berechne den Winkel @ zwischen den Vektoren % = (__34) und ¥ = (i)

5) Die Punkte A(1;2), B(2; 0), C(5; 2) bilden ein Dreieck. Berechne den Winkel £ in B.

Losungen
o878 = 9 (s
- L '
£IB86 S0 E:'%/ (¢ woN( eor (T /I
OUIAN o087 “TeQUT[[OY PUIS USIONIA £ 6L — (b [oyuIA Joydwmgs ¢ ¢ — (g
JoyuIA Joz3ids £ g (T reuogoqo S0 (1 /11




2MSB

Geradengleichung y =m.x+h aufgestellt

_Achsenabschnitt /2 der Geraden ablesen. Mit
zwischen 2 Punkten der Geraden

Hauptform der
T oax

Mathematik

Geraden in der Ebene

vertikale Verschiebung Ay

nhorizontale Verschiebung

h einer Geraden kann man die Steigung m und den y

diesen beiden Informationen kann die sogenannte

werdern.
(m >0 falls die Gerade steigt, m < 0 falls die Gerade fillt)

= } ist die y-Koordinate des Schnittpunkts der Geraden mit der y-Achse.

< i berechnet sich durch m

A.ilalytische Geometrie 3
1/ Graphische AnnZherung
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Beispiele : Zeichnen einer Geraden mit Hilfe der Hauptform
........ E,._."._E.__.....E.~.‘_..?...,_..LA......g.“.A..J......’3‘!‘}:...‘.1..........“..x_...............-.%.u.“..5“-..,......._..
y=2x-3 BN R
y=—xel [T A S A A B
y=- e B .
¥=- IR SN T U U SO OO Y NSO S AN OO S O
-6 1 -4 i -2 0 2 6 1
IR R NN RN O S = IR N A .-
....... R N O T O 0 O O S S O O
11/ Algebraische Anniherung
Parametergleichung Koordinatengleichung Hauptform der
einer Geraden einer Geraden Geradengleichung
(Funktionsgleichung)
x=x,+k.n
augemeine B k ax+by+c=0 y=mx+h
g . x=—3+2k ‘ I
Beispiele : [ 2x-3y+7=0 y=—tx+6
' 1 y=1-k ‘ 3
daraus direkt | ein Punkt (x4 ; ya) ein Richtungsvektor L ‘b) die Steigung m
ablesbar : ’ : a :
. % . a .
ein Richtungsvektor (V;) ein Normalenvektor ( b) y-Achsenabschnitt h
21N "3/2’\ *(3\\ = 2 aio1l =_-&- K =
A3, v \_1) v o) n(_g) Steigung 3V Koord=56
bestimmen den Parameter k durch eine | Man legt fiir x (oder y) einen Wert fest und berechnet
von Punkten:| beliebige Zahl ersetzen den entsprechenden y (bzw. x) Wert
mitk=2: mity=1: mitx=3:
x=lundp=-1 x=-2 p=>5
also B(1;-1) also B(—2; 1) also B(3 ; 5)
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Koordinatengleichung
(es gibt unendliche viele fiir eine Gerade! )

ax+by+c=0
Vorteile :

Man kann die Koordinaten eines Richtungsvektors ablesen D o= (fa)

. . . - a
und die Koordinaten eines Normalenvektors n = ( b)

Beide Gleichungen nach & umformen, danach
die erhaltenen Terme gleichsetzen und
Umformen

(Weg 1) Bestimmen der Koordinaten eines
Richtungsvektors (siehe oben) ;

Fiir die Koordinaten (x;y)eines

Punktes A, setzt man einen
beliebigen x-Wert in die
Gleichung ein und berechnet

damit y
Paramtergleichung
(es gibt unendlich viele fiir eine Gerade!l)
{x = x4+ vk Nach y auflosen
y=yat+vyk (Weg 2)
. Alles auf eine Seite
Vorteile : bringen
direktes Ablesen der Koordinaten eines Punktes A(x,s Va)
. . L (Y
sowie der Komponenten eines Richtungsvektors v = (Vi)
Es gibt keinen direkten
. . . Weg ; zuerst Weg 1, dann
Bestimmen der Koordinaten eimnes Weg 2 ausfiihren

Richtungsvekiors (siche oben) ;
Fur die Koordinaten (x ; y) eines
Punktes A, setzt man einen
beliebigen x-Wert in die
Gleichung ein und berechnet
damit(x

Hauptform (Fuhktionsgleichung)
(es gibt nur eine einzige fiir jede Gerade!)

y=mx+h
Vorteile :

Direktes Ablesen der Steigung m
und des y-Achsenabschnitts /

373



Analytische Geometrie 4

Aufgabe 1 :

Mathematik

2MSB

Aufgaben

Geraden in der Ebene

Bestimme die Gleichungen der unten abgebildeten Geraden:

-------- ST SN AU U RN ¢ 3 SR X
RN (s)
' ' : ! AN
________ AN U TSNS SO S G
3

Aufgabe 2 :

Zeichne die Geraden (dl) bis (d,) in das vorgegebene Koordinatensystem ein.

(d)) y=-3x+3

(d,) y=7-x-2

(dy) y=x+1
(d,) x=2
(ds) y=3

(ds) durch A(4;1)und mit

W | =

‘ -2
Richtungsvektor v ( i j

(d;) durch die Punkte
B(-1;2) undC(1;-2)

...............................................................

.................................................................

...............................................................

................................................................

...............................................................

...............................................................

...............................................................

...............................................................

................................................................
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Gymnasium Nyon
Analytische Geometrie 4

Aufgabe 3 :

Vervollstandige die folgende Tabelle :

Mathematik

HE
!

Paramtergleichungen x=5-3k
y=-1+k

Koordinatengleichung

x=2y-8=0

Hauptform

3
=——x+2
a

Richtungsvektor

Normalenvektor

Steigung m

[SSRRT

y-Achsenabschnitt

Punkt mitx = 0

2MSB
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Amnalytische Geometrie 4

Mathematik

2MSB

. 1 2
Al (dl):y=~5x+2,(dz):y=—2x+1,(d3):x=1,(d4):y=x,(d5): =§x—1,(d5):y=2

o
)

S

N

-

NN

@

P ng
-6 -4 —12 \ 2 4 L "
e (@)
-2 .
f‘/f”‘
,«*//A
(4, )M"’Jf’//‘l/ -4 (@ N\ ()
— | [ g
d| dg dj ’:}4
B = X2 — X = - 4 k - ==
e*Paramtergl. x=5-3k x=2k { e x=3k
y=-1+k y=—4+k Y y=-T+k
*Koordinatengl. zB. | x+3y-2=0 x-2y—8=0 3x+4y-8=0 | x—3y-21=0
Hauptform =—£x+Z =—]-x—4 =—x+2 —lx—-7
*Richtungsvektor z.B. (_3) (2> (—4> (3>
‘ 1 1 3 1
*Normalenvektor z.B. (1) (_—1) (3) (_1)
3 2 4 3
. 1 1 3 1
Steigung m —3 D) -2 3
. 2
y-Achsenabschnitt 3 -4 2 -7
*#Punkt mit x40 G;-D ®;0 4;-1) 3;-6)
Bemerkungen:

- fiir * gibt es unendlich viele Ergebnisse. Die einzelnen Ergebnisse sind Vielfache voneinander.

- fiir ** gibt es unendlich viele Ergebnisse.

3/3



.Mé$@ﬁ§w%kqam%mwgsa.ﬂﬁ%@r@uiﬁﬁ&ﬁ\eéxeﬁﬂ Qﬁx¢<\mw wHSW\

Die Gerade

3x-y-5 =
ZH-Ty + 1100
X+ By ~20 =0
X3 ==
y+5=0

S¢1/-11); 5,91°
(805 71,57
S(6/3);  @o°

2a) ja 4a) 5x-2y-30 =0
by ja by 8x+y-7=0

: Ba) 12x-8y +5=0

3. Pla, Qneln D) Bx-12y + 21 =
) Xx-3y-5=0

Ui s 0

- 8¢ -

S e e (82 (o

—_
i
-
—

T+

——
o
[——

i

A - A
(e (5] = (s (5o (3)- (D
. 0=t +A2-XG 1y : ._ox@miwiﬁ b (p
0=12-A2 +xg 1y orm Ag-xz B (o
9+xg=4AY - ‘¢-x-=£:B (q
P-XL =AY “L-xp=A B (e

'y nc: B uapelay Jep [EHUIMIUYSE USp pun Ec:at_ccom uap mEE;mmm ‘9

) (1) =[3) O axy =

A
N\,-Xm\mufc o m:%v&z
0=¢-Ar-x9 4 ‘0=v+Az-xg b (e
¢ Uaiejeiedigmin daay) Bunyore|6
-UareuipIooy] aip 1ssjey aip "uegebal puis U pun B uspeier) usjejeied | alg g
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Aufstellen von Geradengleichungen
Gemischie Aufgaben

Es wird empfohlen, fiir alle Aufgaben eine Skizze zu machémi

Aufgahe 1:

~ In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(1; 2), B(3; -1) und C(4 0) gegeben.
" a) Bestimme eine Koordinatengleichung

al) der Geraden (AB) - '

a2) der Geraden (0A)

b) Beétimme eine Paramt'ergleichung der Geraden (BC). .

¢) Bestimme eine Koordinatengleichung
c1) der Geraden durch A parallel zur Geraden (BC)
¢2) der Geraden durch B orthogonal zur Geraden (AC)

c3) der Geraden durch A mit dem Richtungsvektor @) Wie lauten die Pafametergleichungen?

c4) der Geraden durch A mit dem Normalenvektor @)

d) Bestimme eine Koordinatengleichung
d1) der Geraden durch A parallel zur x-Achse
d2) der Geraden durch B orthogonal zur x-Achse

e) Gesucht ist die Glelchung fiir die Menge aller Punkte, fiir die gilt: Jeder Punkt dieser Menge ist gleich
weit entfernt von Punkt B wie von Punkt C.

f) Bestimme die Koordinatengleichung
- f1) der Geraden durch A und parallel zur Geraden mit der Glelchung x+2y—-3=0.
£2) der Geraden durch B und orthogonal zur Geraden mit der Gleichung x + 2y -3 =0.
B) der Geraden durch B und durch den Mlttelpunkt der Strecke AC.
~ g) Bestimme eine Koordlnatenglelchung _ v
\ g1) der Geraden durch A und parallel zur Geraden mit den Parametergleichungen {y f:
. - . (x=3+2k
g2) der Geraden durch C und orthogonal zur Geraden mit den Parametergleichungen { y=1—k
Aufgabe 2 : : _
Tn einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(1;-2), B(3;- 1) und C(1;0) gegeben.
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung o ' '
a) der Geraden (AD), so dass ABCD ein Parallelogramm ist.
b) der Geraden (EE'), so dass AEBE’ ein Quadrat ist.
¢) der Geraden (AF), so dass ABF ein in A rechtwinkliges Dreieck ist.

d) der Geraden durch einen Punkt G, so dass ABG ein gleichschenkliges Dreieck beziiglich G ist und
diese Gerade durch die Mitte der Seite [AB] geht.

¢) der Geraden (BJ), so dass ABJL ein Rechteck ist.

12
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Losungen:
Aufgabe 1 :
=3+k ' ‘
al) 3x+2y-7=0 a2) 2x-y=0 b) {x Lk cl) x-y+1=0 ¢2) 3x-2y-11=0
o : y=- A | .
| o [x=1+k » L u | 3 |
¢3) 2x—y=0 und , ed) 3x+2y-7=0. dl) y-2=0 d2) x=3 e) x+y-3=0
. y=2+2k - .

fl) x4+2y-5=0 f2) 2x-y-7=0 £3) 4x+y-11=0 gl) x-1=0 g2) 2x—y—8=0

Aufgabe 2 :

a) x+2y+3=0 b)4x+2y-5=0 ¢ 2x+y=0 d)4x+2y-5=0 € 2x+y-5=0

Y
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Schnittwinkel zweier Geraden

Wichtiger Hinweis:

Der Schnittwinkel zweier Geraden ist immer der spitze Winkel «, also 0° < a < 90°,
zwischen den beiden Geraden. ‘

Der Schnittwinkel zweier Geraden kann mit folgenden Methoden berechnet werden:

e Mit Hilfe der Steigungen (Methode 1) ;
e Mit Hilfe des Skalarprodukts (Methode 2).

Methode 1: 1. Die Steigung m, der Geraden g und die Steigung m, der Geraden h
bestimmen.
2. Den spitzen Zwischenwinkel a der beiden Geraden mit der Formel

my —m
tan(a) = L 2

1 + mq-m,
berechnen.

Methode 2: 1. Richtungsvektoren v, und 7, (oder Normalenvektoren 7y und 7,) der
beiden Geraden g und h bestimmen.

2. Das Skalarprodukt 7; - Ty (bzw. Ty - i) sowie |[Tg|| und {751l (bzw. Il
und ||ng||) berechnen.

3. Den Winkel mit der Formel

Vg Uy,
cos(y) = —i———
= [l T

berechnen. -Beachte: ist das Skalarprodukt negativ, also v, - v, <0,

dann ist der berechnete Winkel nicht der Schnittwinkel a! Es gilt: « = 180° —y !

Beide Formeln finden Sie auch'in der Formelsammlung!

Aufgaben: Berechnen Sie jede Aufgabe mit beiden Methoden!

1) Berechnen Sie den Schnittwinkel der Geraden g:y = 0,5x 4+ 1 und
h:—3x + 2y +2=0. ‘

2) Berechnen Sie den Schnittwinkel der Geraden g:2x —y =3 und
h:y =-x+ 3.

Ubungen: Die Aufgaben sollen nur mit einer Methode (Methode 1 oder Methode 2)
geldst werden. :

Kopien E.Rhyn, Die Gerade: Nr. 6
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Lagebeziehungen zweier Geraden

Ubungen

Aus: Lambacher Schweizer; Analysis, Grundkurs

2 Berechnen Sie den Schnittpunkt und den Schmttwmkel der Geraden g und h.
a)g2x y=3 b)g3x-4y=27. ¢)g4x~5y-8=0 dgy=5x+8
hix+y=3 hix~y=8 o heSx+4y+31=0 h:8x-2y+13=0

3. Priifen Sie rechnerisch, ob die.Geraden g und h.einen Schnittpunkt haben, parallel sind

oder sogar zusammenfallen. ‘ i

‘a) g:3x-4y+25=0 b)g 4y = 3x+14 ¢) 2:02x-05y=1 " &g \/Ex
hd4y=3x-10 - h3x+4y-26=0 h0,5x—1,25y=25 h:2x- \/ly 1

4  Priifen Sie, ob die Geraden g, h und k durch einen gememsamen Punkt gehen
a) gy=x-1 hy= 2x~-3; ky+x=3

b) g dy=4x+1; hi2y=x+1; ki6x-10y+5=0

c)g\/‘x y= 2\F+1 h\/§x+y 22 -1; kr2\2x—y= 4\/‘+1

5  Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Geraden g. :
a) g 3x+4y=36; P(1]2) b) g 4x+5y=6; P(2,4|- 32)
¢) g y=-2x+1; P(3]2) o d g 2x+2y+1—0 P(7]3)

6 Wi groB sind die drei Innenwinkel des Dreiecks ABC? (Runden Sie auf 1 Dezimale.)
a) A(OIO),B(‘HI) C(2l6) : b)A(ZIO),B(lM) C(—lll)

: : olL= 01£‘99 + (oLS19T —-081) =4
_E_%‘i'.""a%_"}_. U WLLY = o1€'96 —o¥ 0L = ¢
' . ' o§'LE = ¥ VOT —olS 19T =0
(oLS 191) = °Vm 1£9) 61 =28 {(pp01) v—=w (q
SOV = oLSTL—c08 TTI =4
HTT8 = V0P + (08°TI1 —o081) = ¢

oS'LS = HOVT —oL0'IL =D
(LS u) £=Xm ‘(oos TID) §o—=28w {(po'y]) sto=Tw(E 9

w'i=ds €r'E~ds . .
b ¥ ¢ . 3 c 3 ¢ S
(£-1%)s w-x=£m . ©0lT'0)S SO +xS0=Ag (. .
€6'1=dS . §=d8.
(69°1 ~II9 £€=)S (9lv)s :3 pun 4 voA § Pundymgag |
To-xE=Auy Cfaxi=Lky o
:d yoaap 8 nz g sppuosoquo (g 4 :d goinp § nz i spuoSoqup. (e <
| * Jue yone 1890 §
a-los
- ~ ypu g noa g yundynugos (o
"3 joe Wom 1591 § ’ o Y Jne yone 1391 §
iz o
(E3)s : - (los
:g pun 3 goa § Pundyumoes (g . lq pon 8 woA § Pndpuog (8 p
'[smamdpu;s ypun 8 “USUIIIRSNZ WoyIe] Y pun 3
Z S
%-—xg\:&:q » , Z—X%'—'&ﬂl
1-xXgpA=£B (p IR z—x5—5'3(3
' slos lauv.md puis q pms
TrXE-=4q  gg-xg=Am
%+X% £38(Q@Qq ;é+x-=&:§‘(z £
LT=9 {SOlSIIS (P 06=8 -leIs O

J18=0 He-ig)s (@ o OIL= g‘(Ilz)s(H Z
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Abstand Punkt—-Gerade in der Ebene

Definition: Sei g eine Gerade und P ein Punkt, der nicht auf g liegt. Ein Punkt P’ heisst dann
orthogonale Projektion von P auf g, wenn gilt:

PP’ 1 g

P’ wird auch (Lot-)Fusspunkt genannt.

Definition: Abstand eines Punktes von einer Geraden
Der Abstand &8 eines Punktes P von einer Geraden g ist die Norm (d.h. die

Lénge) des Vektors PP’ , wobei P’ die orthogonale Projektion von P auf g ist.
(vgl. Skizze oben)

MERKE:

Ist eine Geraden g in der Ebene durch die Koordinatengleichung ax + by + ¢ = 0 gegeben,
dann lasst sich der Abstand eines Punktes P(py; p,) von dieser Geraden g mit der folgenden
Formel bestimmen: :

lapy + bp2 + ¢

=

Beispiel:
Gesucht ist der Abstand des Punktes P(—2;6) von der Geraden AB mit A(0;—3) und
B(5;0).

12



Mathematik 2MSB
Analytische Geometrie 7

Ubungen

1) Berechnen Sie jeweils den Abstand zwischen dem gegebenen Punkt M und der Geraden d:
a) M(3;2) (d):5x+12y=0 '
b) M(2;5) (d):x=0
o M(L;1]) (d):2x—py-1=0
d) M(-1;2) (d):y=3x+2
e) M(1;1)  (d):Gerade durch A(1;5)und B(1;-3).

‘Tipp: Machen Sie fiir die Aufgaben 2b, 3 und 4 jeweils eine Skizze!

2) a) Bestimmen Sie 6(P;‘g) mit P(1;—2)und g:3x — 4y = 6.
b) Bestimmen Sie alle Punkte auf der Geraden h: x + y = 1, die von der Geraden g den
Abstand 3 haben. ' '

3) Berechnen Sie den Flicheninhalt eines Quadrats, dessen eine Ecke der Punkt A(2;5) ist

und dessen eine Seite auf der Geraden g: x = 2y + 7 liegt.

4) Gesucht sind die Gleichungen jener Geraden, die von der Geraden 4x — Sjl —8=0 den
Abstand 1 haben.

Losungen
3
1) a)3 b) 2 ¢ 0 d) ——100,95 e) 0
) a) ) ) )\/1_6 )
5 12 25 18
we=1  wr(-57)RF-F)
3HF=45 4)4x—3y—13=0und4x—351—3=0

2/2
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Geradengleichungen
Aufgaben

Alle Ergebmsse Smd 4n Form ganzer Zahlen oder gekiirzter Briiche bzw. \Vurzeln zu lefern.

1, Berechnen Sie fiir die Geraden Gy := (AB), Gy := (AC) und G5 = (BC) eine Parameterform, die
Funktionsgleichung und eine Kogrdmatenglemhung, wobel A, B und-C so definiert sind :

=@[9), B=(-1]-6) S o=(-512)

Stellen Sle diese Geraden mif grosster Sorgfalt graphisch dar (Massstab 1 cm fiir eine Binheit).
%Bes‘cmmlen Sie eme Parameterform der GeradenGy, die é b\ijuﬂpunkt verlauft und senkrecht auf gl

steht. - .

3. Bestimmen Sie eine Koordma.tenglemhmg der Gerad@%, die ﬁ Punkt B verlauﬂ; und ‘senkrecht auf
Gosteht. - ch dlen

\4 Bestimmen Sie eine E\mktlonsglelchung der GeradenGs, die /L Punk‘t A verlduft und senkrecht auf
" G4 steht. . : ,,Lwakolzu L

. 5 Berechnen Sie die Abstande des’ Nu]lpunktes 0=(0] 0) von allen Geraden Gy bis Gg.
6.Sel D= (2] —2). Berechnen Sie die Abstinde des Punktes D von allen Geraden G1 bis Gg.
7. Berechnen Sie die Flache des Dreiecks ABC.

8, Bestimmen Sie den Schnittpunkt £ von-Gs und G, den Schmttpunkt F.von Gz und G, den Sc}:utt—
punkt G von G, und Gs, den Schnittpunkt H von G und Gy
|

9, Berechnen Sie die Flache des Dreieckes FGO. o - ' b

10, Berechnen Sie eine Koordmatenglemhung der Gerade Gy, die durch die Punkte F und K 110)
' verlduft. . :

11, Bestimmen Sie den Schmttpunkt T von 94 und Qs, den Schmttpunkt J von G4 und Q5
12, Beweisen Sie Gs | Gr ’ ‘
13. Berechnen Sie die Flache des Dreieckes EI1J.

1/1
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Gleichung einer Winkelhalbierenden

Eine Winkelhalbierende von zwei Geraden ist die Menge aller Punkte fiir die gilt, dass
sie den gleichen Abstand von beiden Geraden haben.

Zwei sich schneidende Geraden haben zwei Winkelhalbierende: Eine halbiert den spitzen
Schnittwinkel, die andere den stumpfen Schnittwinkel. Diese beiden Winkelhalbierenden
stehen senkrecht aufeinander.

Gleichung einer Winkelhalbierenden

(Allgemeine Formel siehe F ormelsammlung)
Beispiel:

Folgende Geraden (d) und (d') seien gegeben: ~ (d): 5x +12y+2=0 und
- ‘ (d):3x—4y+3=0.

Gesucht: Die Gleichungen der beiden Winkelhalbierenden von (wy) und (w,).

Wi,
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Losung:
Sei P(x; v) ein beweglicher Punkt auf einer der Winkelhalbierenden.

=  §(P;d)=68(P;d) =

................................................................................................................

................................................................................................................

y= oder y=

Ubungen:

1) Folgende zwei Geraden seien gegeben:
g -4x +3y—60=0und h:-5x-12y +240=0.

Bestimme die Gleichungen der beiden Winkelhalbierenden von gund h.
2) Berechne den Schnittwinkel § der Geraden g;:y = 0,5x — 11und g,:4y+3x+2=0.

3) Untersuche die Lagebeziehungen der folgenden Geraden gy, g2, g5 mit den Gleichungen:
4

1
g1y =3x—12, gzzy=—--3—x+§, g3:y =3x — 2

' ‘71— = % S sne o1MOs UeSUNYLIZag USPIeq USISIe Tep sni 15103 SSIp TRUOSOYLIO PUIS
€6 pun 26 (fw = Tw ep ‘[ojeied purs £ pun ' (1— = G ..) . ¢ = 2w, Mw ep ‘JeuoBoyiIo puls 2 pun 6 (¢

FEY & 9 (T

1@aSunsQY
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Besondere Linien im Dreieck

Sonderfille
Gleichseitiges Dreieck Gleichschenkliges Dreieck (AB = AC)
(Triangle équilatéral) (Triangle isocele)
T ——
o (:’ \\\\ 7
o N /
e N
e "/
\ J o
g
Besondere Linien, die zusammenfallen
Besondere Punkte, die zusammenfallen
Rechtwinkliges Dreieck
C Wo befindet sich das Orthozentrum?
A
/N
’ (,f \ ...................................................
! AN
/ N, : L
/ N Wo befindet sich der Umkreismittelpunkt?
i “,
/ AN
g’:\% d:-,;~_ '\" ................................................
T H‘\.,\ Was weiss man iiber den Radius des
T N Umkreises?
'x'“‘%-."_\-.' ) -}'\4\
W e
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Ubungen zu
Seitenhalbierenden-Mittelsenkrechten-Héhen und Winkelhalbierenden

I/ Das Dreieck ABC ist gegeben durch A(5;2), B(~1;3) und C(3;-3).
.1) Bestimmen Sie die Koordinatengleichung der Seitenhalbierenden durch A.
2) Berechnen Sie die Koordinaten des Schwerpunkts des Dreiecks ABC.

3) Bestimmen Sie auf zwei verschiedene Arten die Koordinatengleichung der
Mittelsenkrechten von [BC]. '

4) Bestimmen Sie die Koordinatengleichung der Hohe durch A.

I/ Das Dreieck ABC sei gegeben durchA(3;2), B(7;2) und C(5;6).
1) Berechnen Sie die Koordinaten des Schwerpunkts des Dreiecks ABC.

2) Bestimmen Sie die Koordinaten des Umkreismjttelpunkts des Dreiecks ABC und
berechne den Radius dieses Umkreises. '

3) Berechnen Sie die Koordinaten des Hﬁhenschhittpunkts (Orthozentrum) des Dreiecks
ABC. :

IIl/ Sei Mgc (-1; 2) die Mitte der Seite [BC] des Dreiecks ABC und G( —-?—;il) sein
Schwerpunkt.

1) Wie lauten die Koordinaten des Punktes A?
2) Bestimmen Sie mithilfe VonB(—4 ; 2) die Koordinaten des Punktes C.

TIV/ Gleiche Fragen wie bei II/ aber mit A(S;—IZ), B(8;6) und C(-—16;-12).

V/ Sei ABC ein Dreieck mit A(7;5), B(7;-1) und C(-1;-1).

a) Bestimmen Sie die Gleichungen von zwei inneren Winkelhalbierenden des Dreiecks ABC.
b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Inkreismittelpunktes I des Dreiecks ABC. ’
¢) Berechnen Sie den Radius R dieses Kreises.
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